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Fehler und Mathematikunterricht 
In der Schule haben viele von uns eine schlechte Beziehung zu Fehlern entwickelt. Fehler 
sind zu vermeiden, Fehler werfen ein schlechtes Licht auf den Urheber, Fehler führen zu 
schlechten Noten. Wer von Fehlern spricht, setzt implizit eine Norm voraus, von der 
abgewichen werden kann. Wenn also die Schule der Ort ist, wo Normen erklärt und 
eingeübt werden, ist der Fehler gleich zu Beginn eine Sünde – eine Absonderung –, die 
jeder Schüler und jede Schülerin beim Lernen zwangsläufig begeht. Schliesslich müssen 
die Fehler nur noch gezählt werden, um eine höchst einfache Methode zur Hand zu 
haben, die Lernenden in einen Wettbewerb und eine Rangfolge zu stellen, die ein ganzes 
Leben vorzeichnen kann. Dass ausgerechnet die heutige Zeit wieder stärker auf das 
Zählen von richtigen oder falschen Antworten setzt und sich von vielfältigen – und 
wohlverstanden auch teuren – Tests eine positive Wirkung auf die Schule und das Lernen 
erhofft, mag erstaunen, haben doch Pädagogen das Sagen, welche in den ausgehenden 
60er-Jahren des letzten Jahrhunderts ihre menschenfreundlichen Erziehungsideale als 
Studenten formten. Damit rücken die Fehler und ihre negativen Folgen für jeden einzelnen, 
der sie begeht, wieder stärker ins Bewusstsein als auch schon. 
 
Möchte man Fehlern eine positive Seite, einen für die Entwicklung des Menschen 
förderlichen Aspekt abgewinnen, muss über den Umgang mit Normen in der Schule 
nachgedacht werden. Zu welchem Zeitpunkt sollen sie ins Spiel kommen? Kann man 
überhaupt in einem gleichsam normenfreien Raum arbeiten? Antworten auf solche Fragen 
gibt das sogenannte dialogische Lehren und Lernen1. Es wurde als Gegenspieler zu 
einem Unterrichtkonzept entwickelt, welches auf die Dominanz der Instruktion von Wissen 
setzt. Kennzeichen des dialogischen Konzepts ist, dass die Lernenden sehr früh im Laufe 
der Bearbeitung eines Themas Gelegenheit erhalten, eigene Gedanken zu entwerfen und 
zu Papier zu bringen, lange bevor normative Leistungen im entsprechenden Fachbereich 
verlangt werden. Durch den Vorrang der Produktion von Eigenem vor der Rezeption von 
Fremdem entfällt die Notwendigkeit, alles sofort mit der Brille von Richtig und Falsch zu 
klassieren. Der Übergang zu einer neuen Sehweise wird erleichtert durch Hinweise auf 
erprobte Stationen, die beim dialogischen Lernen durchlaufen werden müssen. Zentral ist 
dabei das Lernjournal, das von allen Lernenden einer Schulklasse individuell geführt wird. 
Im Lernjournal wird einerseits der gesamte Ablauf des Unterrichts protokolliert, zusätzlich 
aber ist es auch der Ort, wo die Lernenden die Aufträge bearbeiten, die sie zu einer 
vertieften Auseinandersetzung mit dem aktuellen Thema herausfordern. Sammelt die 
Lehrperson konsequent diese Texte ein und sucht in ihnen das besonders Gelungene 
oder auch das besonders Auffällige, so erhalten sogenannte Fehler einen ganz anderen 
Stellenwert. Es sind dann nicht peinliche Abweichungen von einer vorher vermittelten 
Norm, sondern – unter Umständen – Leistungen, die einer reiflichen Überlegung 
entspringen und zu einem vertieften Verständnis des Sachgebiets führen. Damit ergibt 
                                            
1 Urs Ruf und Peter Gallin: Dialogisches Lernen in Sprache und Mathematik. Kallmeyersche 
Verlagsbuchhandlung, Seelze-Velber 2003 (2 Bände). 
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sich für die Lehrperson die Gelegenheit, solche Texte (sie werden dann als Autographen 
bezeichnet) der ganzen Klasse kopiert zur Weiterarbeit zur Verfügung zu stellen. Es steht 
dann nicht mehr ein allfälliger "Fehler" im Zentrum, sondern die Frage nach der kreativen 
Leistung des Urhebers. In einem neuen Auftrag analysieren die Lernenden dann das, was 
im Autographen dargestellt ist. 
 
Diese knappe Schilderung des dialogischen Prinzips macht deutlich, dass dabei viele 
Texte regelmässig ausgetauscht werden. Im regen Hin und Her zwischen Lehrperson und 
Lernenden einerseits und zwischen den Schülerinnen und Schülern andererseits 
entwickelt sich langsam ein Gespür für die Norm, welche das Thema schliesslich 
beherrschen wird. Im institutionalisierten und vorwiegend schriftlichen Dialog zwischen 
allen am Unterricht beteiligten Personen wird der produktive Umgang mit Irrtümern und 
Falschem ermöglicht. Erst am Schluss spricht die Lehrperson im Unterricht die Normen an 
und hält sie schriftlich fest. Oft müssen auch unerwartete Konsequenzen gezogen und 
neuartige Aufgaben gelöst werden. Kein Unterrichtsverlauf gleicht einem andern. Das 
macht das Lehren und Lernen zu einem echten Erlebnis, so dass mit positiv emotionaler 
Einbettung auch bessere Gedächtnisleistungen möglich werden. Die gelernten Normen 
sind dann mit individuellen Geschichten verbunden und erhalten ein persönliches Gesicht. 
 
Mit einem konkreten Beispiel aus meinem Mathematikunterricht in einer gymnasialen 
Abschlussklasse mit mathematisch-naturwissenschaftlichem Schwerpunkt soll der 
dialogische Umgang mit sogenannten Fehlern und deren Wirkung illustriert werden. 
Selbstverständlich ist es nicht zwingend nötig, dass die Leserinnen und Leser dem hier 
dargestellten mathematischen Gedankengang genau folgen können. Es geht nur darum zu 
zeigen, wie aus einem ersten Fehler ein unerwarteter Folgeauftrag geworden ist und in der 
Bearbeitung desselben ein zweiter Fehler nebst einer Diskussion sogar ein Thema für eine 

















besteht aus 7 
Frauen und 13 
Männern anfangs des 12. Schuljahrs. Sie hat seit drei Jahren Erfahrung mit dem 
dialogischen Lernen und ist entsprechend geübt, auch ganz schlicht formulierte Aufgaben 
Abbildung 1 
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aus einem Lehrbuch zu Aufträgen mit Forschungscharakter zu erweitern.2 Am 28. August 
2007 habe ich also in der Klasse C6a neben einer einfachen Hüllkurvenaufgabe die 
Aufgabe Nr. 22 auf Seite 225 des Lehrbuchs3 (Abbildung 1) gestellt, mit dem Zusatz-
auftrag zu untersuchen, ob die im Teil a) berechnete Kurvenschar tatsächlich die 
gegebene Gerade als Hüllkurve besitze.4 
 
Die Bearbeitungen der Schülerinnen und Schüler zu diesem Auftrag sammelte ich drei 
Tage später ein, las sie durch und erstellte für die Lektion vom 3. September den 
Autographen von vier Seiten aus Olivers Arbeit. (Anfang und Schluss seiner insgesamt 
neunseitigen Arbeit waren problemlos und wurden nicht kopiert.) Ich hätte nicht erwartet, 
dass allein schon die Aufgabe des Lehrbuchs selbst so reichhaltige Probleme aufwerfen 





                                            
2 Selbstverständlich würden die Lernenden keinen so grossen Aufwand betreiben, wenn sie nicht wüssten, 
dass sich ihr Einsatz bei der Arbeit im Journal auch in der Semesterzeugnisnote des Fachs Mathematik 
niederschlagen wird. Die Intensität ihrer Auseinandersetzung wird von mir jedes Mal, also ein- bis zweimal in 
der Woche, auf einer vierwertigen Skala bewertet: "Nicht erfüllt und nochmals bearbeiten", "erfüllt", "klar 
erkennbare Eigenleistung" und "Wurf". Diese vier Prädikate werden am Schluss des Semesters zu einer 
Note umgerechnet, die ein Mass für die Intensität der laufenden Mitarbeit im Unterricht ist. Aus ihr und unter 
Beizug einer Note, welche aus konventionellen Leistungskontrollen resultiert, wird schliesslich die 
Zeugnisnote ermittelt. Details dazu in Band 1 des oben zitierten Buches ab Seite 81. 
3 Lambacher Schweizer: Analysis, Gesamtausgabe, Leistungskurs. Ernst Klett Verlag 1998 
4 Das Thema der Hüllkurven habe ich jenseits des Lehrbuchs mit dieser Klasse erarbeitet. Die gestellte 
Aufgabe spricht dieses Thema nicht an, aber sie ist durchaus eine willkommene Gelegenheit dieses Thema 
wieder aufzufrischen. 
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Ich zeige hier den Autographen von Oliver so, wie ihn die Schülerinnen und Schüler am 3. 
September – allerdings in schwarz-weiss – erhalten haben. Zunächst hier die Vorderseite 
der verteilten Kopie in Abbildung 2. Die Rückseite wird als Abbildung 5 erscheinen. Auf 
den ersten anderthalb Originalseiten beschreitet Oliver einen völlig unerwarteten, aber 
sehr eleganten Weg. Unerwartet, weil im Lehrbuchtext als "Anleitung" ein Weg vorgeschla-
gen wird, den Oliver kühn in den Wind schlägt. Stattdessen verwendet er eine Methode, 
die der zurzeit aktuellen Analysis viel mehr entspricht als die etwas grobe Methode des 
Lehrbuchs. 
 
Damit sich Leserinnen und Leser mit dem Begriff der Kurvenschar vertraut machen und 
Olivers Arbeit, die als "Wurf" taxiert worden ist, auch würdigen können, erläutere ich an der 
folgenden Zusatzfigur (Abbildung 3), was hier Sache ist. In der Aufgabe 22a) wird verlangt, 
dass man den Parameter c durch den Parameter a ausdrücken soll. Diese gesuchte 
Beziehung zwischen c und a wird durch die Forderung, dass alle Parabeln, welche der 
allgemeinen Kurvengleichung 
! 
y = c "ax 2 entsprechen, die gegebene Gerade 
! 
y = 4 " x  
nicht in zwei Punkten schneiden, sondern nur berühren sollen. Wie dies rechentechnisch 
erreicht werden kann, ist hier nicht von Belang. Oliver erhält auf seinem originellen Weg, 
den ich im Autographen mit "Superweg" bezeichnet habe, die erwartete Beziehung 
! 
c = 4 "
1
4a
 . Damit heisst die 
Gleichung der Kurvenschar 
! 
y = 4 "
1
4a
"ax 2 . In Abbildung 3 ist die 
Schar durch einige Parabeln 















. Wie man schön sieht, 
überqueren alle 12 Parabeln die 
beiden einzeichneten Geraden nicht, 
sondern berühren sie von unten. Im 
Gegensatz zur Abbildung 1 des Lehrbuchs sind hier die Parabeln so weit gezeichnet, dass 
sie auch unter die horizontale x-Achse geraten. Dass dies in der Oliver zur Verfügung 
stehenden Abbildung des Buches nicht der Fall ist, wird sich als Ursache für seinen sich 
nun anbahnenden Denkfehler herausstellen. 
 
Auf Olivers zweiter Seite (in der Mitte 
rechts der Abbildung 2) lesen wir 
unmittelbar nach dem Start der Auf-
gabe b) ein Integral, welches er von 
der unteren Grenze 0 bis zur oberen 
Grenze 4 berechnet. Damit die 
Leserinnen und Leser auch hier noch 
sehen, worum es geht, sei anhand der 
Abbildung 4 erläutert, was in der Teil-
aufgabe b) zu berechnen ist. Gemäss 
Aufgabentext wäre für jede Parabel der 
Abbildung 3 
Abbildung 4 
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Schar – in Abbildung 4 ist nur noch eine einzige eingezeichnet – die Fläche zwischen der 
Parabel, der y-Achse und der x-Achse zu berechnen. Dies bedeutet, dass das kleine grau 
gerasterte Stück unterhalb der x-Achse nicht mehr zu berücksichtigen wäre. Oliver hätte 
also zuerst die Stelle auf der x-Achse berechnen müssen, an der die Parabel die x-Achse 
schneidet, um die korrekte obere Integralgrenze zu erhalten. Stattdessen hat er einfach bis 
4 integriert und somit das kleine gerasterte Stück in seine Überlegungen miteinbezogen. 
Damit ist hier sein Fehler bereits angesprochen, was in der Klasse aber nicht geschehen 
ist. Auch die Abbildungen 3 und 4 standen der Klasse nicht zur Verfügung. Die Klasse 
konnte aufgrund meiner knappen Eingriffe mit Rotstift auf Olivers Autograph nur lesen, 
dass offenbar ein "Denkfehler" beim Einsetzen der oberen Integralgrenze 4 passiert ist. 
Daraus ergibt sich zwanglos ein neuer Auftrag an die Klasse C6a auf den 7. September: 
"Untersuchen Sie Olivers Fehler. Was hat er auf seiner dritten und vierten Seite optimiert? 
Diskutieren Sie Olivers Flächenfunktion." Tatsächlich wäre nach Aufgabenstellung des 
Lehrbuches die angesprochene Fläche möglichst gross zu machen gewesen. Das be-
deutet, dass man sich den Parameter a variabel vorzustellen hat und damit alle (unend-
liche vielen) Parabeln im Blick halten muss, um jene zu finden, welche die grösste Fläche 
abgrenzt. Da Oliver die obere Grenze seines Integrals offenbar falsch gewählt hat, löst er 
eine andere Aufgabe. Die zentrale Frage ist also: Welche Aufgabe hat Oliver gelöst? 
 
      
Abbildung 5 
 
Zunächst überprüften die meisten Schülerinnen und Schüler der Klasse C6a anhand des 
verteilten Autographen, dass ausser dem eingangs passierten Missgriff die ganze 
Optimierungsaufgabe korrekt gelöst worden ist. Meine knappen Marken mit dem Buch-
staben f (für falsch) und einem eingeklammerten Häklein waren zu wenig Information, um 
sicher zu sein, dass Oliver sich nicht nochmals vertan hat. Die meisten Schülerinnen und 
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Schüler haben dann auch Olivers Fehler korrekt analysiert und festgestellt, dass er 
zusätzlich zur verlangten Fläche noch das Stück unterhalb der x-Achse dazu genommen 
hat. Dass dieses Stück aber negativ in die Bilanz eingeht, ist eine Besonderheit der 
Integralrechnung, welche Flächenstücke unterhalb der x-Achse negativ gewichtet. Somit 
hat Oliver – und das hat die Klasse recht schnell erkannt – die Differenz der beiden 
gerasterten Flächen betrachtet und diese möglichst gross gemacht. Damit hat er der 
Klasse unabsichtlich die Gelegenheit geboten, die angesprochene Besonderheit der 
Integralrechnung, welche vor längerer Zeit einmal thematisiert worden ist, auszugraben 
und konkret anzuwenden. Das führt zu den oben angesprochenen Erlebnissen, welche 
das Gedächtnis unterstützen. In Zukunft kann durch die Marke "Olivers Spezialaufgabe" 
an dieses Integralgesetz erinnert werden. Tatsächlich hat sich in der am 18. September 
durchgeführten konventionellen Prüfung gezeigt, dass restlos alle Schülerinnen und 
Schüler diese Problematik zutiefst verstanden haben, was in meinen früheren Klassen 
noch nie der Fall war. 
 
Damit könnte die Geschichte zu Ende sein. Der Ertrag ist schon beachtlich. Aber der Zufall 
wollte es, dass beim Bearbeiten des neuen Auftrags nochmals ein Fehler passiert ist, der 
ein ganz anderes Thema eröffnete, welches ich bei der Rückgabe der Arbeiten am 10. 
September im Unterricht besprach. Ich verzichtete damit darauf, einen dritten Auftrag 
daraus zu machen und ihn der Klasse zu stellen, was vom Thema her durchaus 
naheliegend gewesen wäre, nicht aber von der Zeitplanung her. 
 
Es geht um eine Aussage, welche Alessandra in der Bearbeitung des Auftrags zu Olivers 
Optimierungsaufgabe gemacht hat. In ihrem vier Seiten umfassenden Text, von dem 
Abbildung 6 nur gut eine Seite wiedergibt, können wir den folgenschweren Satz lesen: 
"Indem der den Unterschied maximiert, sucht er das grösstmögliche Verhältnis." Sie 
schwenkt also von der korrekten Aussage über die Differenz der beiden grau gerasterten 
Flächen unbedacht zu einer Aussage über deren Verhältnis. Sie fasst ihre Überlegungen 
Abbildung 6 
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unten auf der abgebildeten Seite in einer neuen, eigenen Aufgabenstellung vorbildlich 
zusammen. Ich musste sie mit meinen Anmerkungen allerdings darauf hinweisen, dass 
diese neue Aufgabe erstens nicht der Aufgabe von Oliver entspricht und zweitens an sich 
unlösbar ist, weil der Nenner im angesprochenen Verhältnis durchaus Null werden kann. 
Interessant ist allerdings, dass Alessandra beim Formulieren ihres Einfalls ein Unbehagen 
verspürt, jedoch keine Gedanken darauf verwendet. Rechts in Abbildung 6 lesen wir den 
Eintrag, dass sie "jetzt trotzdem weiter..." macht. Im Folgenden (hier nicht mehr 
abgebildet) überprüft sie ihre Aussage, täuscht sich aber bei der Ausführung: Sie setzt das 
zu Beweisende als Voraussetzung ein. 
 
Alessandras (falsche) Vermutung führte somit zu einer neuen, interessanten 
Problemstellung. Daher wurde auch ihr Text als Wurf eingestuft. Da ich keinen neuen 
Auftrag stellen wollte, entschied ich mich dazu, der Klasse vorzuführen, dass das 
Optimieren einer Differenz zweier 
Funktionen nicht zwangsläufig die 
gleichen Ergebnisse liefert wie das 
Optimieren des Verhältnisses, also 
des Quotienten der beiden 
Funktionen. Dazu verfasste ich ein 
Blatt (Abbildung 7), das diese 
Verschiedenheit ohne tiefere Analyse 
direkt vor Augen führt. Man sieht im 
eingezeichneten hohen schlanken 
Rechteck, dass der höchste Punkt 
des Graphen der Funktion  
! 
y = f (x )" g(x ) 
offenbar etwas weiter rechts liegt als 






Die damit angestossene Fragestellung habe ich mir aufgespart und werde sie in meine 
Sammlung mit dem Titel "Preisaufgabe des Monats"5 aufnehmen. Insbesondere wird dort 
dann die Frage im Zentrum stehen, ob es nicht doch Ausnahmefälle gibt, bei denen die 
beiden Maxima genau übereinander liegen. Alessandras "Fehler" hat also auch einen 
reichen Ertrag abgeworfen.  
 
Olivers und Alessandras Beiträge sind durch kreative Gedanken entstanden und haben 
uns alle weiter gebracht, mich eingeschlossen. So ist denn der produktive Umgang mit 
Fehlern zu einem Merkmal des dialogischen Lehrens und Lernens geworden. Neben 
Aufträgen zu "Fehlern", wie sie hier beschrieben worden sind, treten regelmässig auch 
sogenannte "Fehleranalysen"6, bei denen die Lernenden nach jeder schriftlichen Prüfung 
zusätzlich zu einer traditionellen Verbesserung eine ausführliche Analyse der eigenen 
Arbeit durchführen müssen. Dabei stellen sie sich Fragen der folgenden Art: Warum 
                                            
5 Diese Aufgaben werden regelmässig für das ganze Gymnasium publiziert und sind öffentlich zugänglich. 
Die neueren Preisaufgaben sind unter www.kzo.ch nachzulesen. Die älteren sind in den beiden folgenden 
Büchern publiziert worden: 
Peter Gallin: 101 Mathematikaufgaben. Sabe Verlag Schweiz oder Aulis Verlag Deubner, Köln, 1997 
Peter Gallin: 51 weitere Mathematikaufgaben. Orell Füssli Zürich oder Aulis Verlag Deubner, Köln, 2005 
6 Eine ausführlichere Darstellung findet sich im eingangs zitierten Buch, Band 2, Seiten 167 bis 176. 
Abbildung 7 
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konnte ich die betreffende Aufgabe nicht lösen? Habe ich etwas im Aufgabentext falsch 
verstanden? Habe ich beim Vorbereiten nicht sorgfältig genug gearbeitet? Habe ich 
Lücken bei älterem Stoff? Gehe ich in Prüfungen unter Zeitdruck anders vor als sonst? Wo 
musste ich Hilfe holen? Was muss ich in Zukunft besser beachten? Sind mir für das 
Sachgebiet typische Fehler unterlaufen? 
 
Bei all diesen Aufträgen ist die Schriftlichkeit zentral, denn im mündlichen Unterricht 
werden kurz auftauchende Fehler meistens aus Zeitmangel nicht weiter untersucht und 
thematisiert. Ausserdem ist es notwendig, dass die Schülerinnen und Schüler in Ruhe und 
in ihrem eigenen Tempo sich schreibend äussern können. Dies ist bei einem hektischen 
Betrieb an einem Gymnasium wohl am besten zu Hause möglich. Dort können sie 
ungestört die Probleme wälzen und fordern erst bei Schwierigkeiten – dank der modernen 
Kommunikationsmittel ohne Umstände – fremde Hilfe an bei Mitschülerinnen, Mitschülern, 
Verwandten und Bekannten oder in Büchern und im Internet. 
 
Zum Schluss soll noch einmal auf Abbildung 1 hingewiesen werden. Olivers Fehler – das 
hat er mir nachträglich mündlich berichtet – ist wegen der vom Graphiker des Lehrbuches 
gewählten Darstellung der roten Parabeln entstanden: Die drei eingezeichneten Parabeln 
enden alle an dem Ort, wo sie auf die x-Achse treffen. Das hat Oliver dazu verleitet zu 
glauben, dass die zugehörigen Funktionen von dort an nach rechts hin Null sind und er 
somit bequem bis 4 integrieren dürfe. Hätte Oliver kein Journal geschrieben und wäre die 
Aufgabe in der Klasse einfach vorgelöst worden, so hätte er sich wohl sagen müssen, 
dass er einfach einen Fehler gemacht habe. So aber werden die an sich nahe liegenden 
Wege, welche seine Gedanken genommen haben, für alle sichtbar. Kein Mathematiklehrer 
wäre wohl beim Betrachten von Abbildung 1 auf diese Möglichkeit gestossen und hätte 
dem Graphiker eine Verlängerung der roten Parabeln über die x-Achse hinaus empfohlen. 
Im Nachhinein muss man sogar sagen, dass eine solche Veränderung der Graphik uns 
alle um einen spannenden Exkurs und eine nachhaltige Lerngelegenheit gebracht hätte. 
